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CAPITULD 2

QOPTIMIZACION

2.1. GEMERALIDADES

Cencideremos un vector X = (w1, %2, ,,., xn]I, cuyos elementos poeden ser las
variables de disefio de un cierto problema, vy sea f (x;, %2, ..., xn} una fun=
cién real que expresa las contribuciones de dichas variables a un determinado

objetivo. E1 problema general de la optimizacion matemitica es, entonces,

Maximizar

-

a e f U, Ry wves ¥

St

n
Minimizar

Sujeto a restricciones de la forma

hll{“-!!xfl"ll xn} aaRll

i= 2 cuey m

L ]

en donde las hi son funciones reales de X, y las constantes escalares ¢; son

usualmente los |lamados recursos escasos. Estamos interesados, pues, en  un
i o

4 * 3 L
valor de ¥, que denotaremos por X = (x1 , %2 , -.sy X 1, tal que cumpla las
mrestricciones (siendo por ello lo que se llama una solucibn factible) y que
ademds sea Sptimo en el sentido que hace maxima o minima, segin el caso, la

funcion f.

Antes de seguir con el problema general, repasemos una situacion mas elemen=-
tal que se estudia en el cidlculo de funciones de varias variables. 5e tra
ta de lo que resulta en el mismo problema anterior cuando eliminamos las res
tricciones, es decir, cuando sélo nos interesa hallar un valor de X que ha-

ga maxima o minima a f. Se sabe gque una condicién necesaria para gue exista
un maximo o un minimo es
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af  af 3 f

.'J-xt X2 Elitn

=0, en algln punto X = J'.'D

Es posible encontrar otras condiciones que en asocio de la anterior constitu-
yan una condicion suficiente para el Gptimo en el caso de n varjables, pero

limitémonos a presentar el caso n = 2, Las condiciones adicionales son

8% 3%0) |2t (xg)]? »

HK]_E BXEE a){]a){?
atF (%) < 0, para el caso de maximo
axy ? > 0, para el caso de minimo

en donde KD es un valer gue anula las n primeras derivadas mencionadas antes.
Se exige ademds que todas las derivadas de sequndo orden sean continuas en un
entorno de xﬂ. Puede observarse que la familiar situvacidn cuando n =1 se

deduce de las anteriores condiciones.

Debe destacarse que las condiciones dadas no permiten establecer si se trata
de un miximo (o un minimo) local o global.

También es posible dar condiciones suficientes de otra manera. Sea X = Ka un
punto en el cual se anulan las n primeras derivadas. S§i en una vecindad de XU
la funcion f es convexa, se trata de un mdximo local o global; vy si en una ve

cindad la funcidn f es concava, se trata de un minimo local o global,

Consideremos ahora el caso en que las restricciones son igualdades y no desi-

gualdades como antes. Este nuevo problema puede ser resuelto mediante el pro

cedimiento que veremos a continuacidn,
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2,2, L0OS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Yamos a resocliver el problema
HMax, z= f (x1, %2, ..., xn]'

SUjemahithxz, ...,:r:ﬂ_]ﬂv::i i=1,2,

(Es claro que andlogamente podra hablarse de una minimizacian)

Este problema de maximizacidn condicionada puede reducirse a una maximizacisn
sin condiciones mediante el recurse ingenioso de los |lamados multiplicadores
de Lagrange. Fara ello, formemos la expresidn

m

u= flx;, xz, ...,x:l+ Lr. "h[{"l-"z--r-n:‘}
bt 0 n

en donde los Fis los multiplicadores de Lagrange, guedan por determinar. Pro-
pongdmonos ahora el problema de maximizar la expresifn auxiliar, u. Podemos

entonces, aplicar la condicidn necesarfa vista en el numeral 2.1 y Ilegar a

Bu af _ T ahy

8 = T . = 0 k-Il 2: reey N
Exk axk im] ﬁxk

B—Iu'-«r. = h (%, = ») =20 k=1, % m
ark k k. 1a 2 mway A & § aEEy

Aqui tenemos un sistema de m + n ecuaciones con m + n incégnitas (las n varia

bles de disefio v los m multiplicadores), slstema que en principio puede condu
= i * #
cirnos a una solucidn que danotarems por ix, v XY gewsy R PR Ta g

k]
T ). Vamos a demostrar que X" es el miximo condicionado que buscames, siem-

pre que por otra parte las condiciones necesarias conduzcan efectivamente a



38

un maximo de u.

Las dltimas m ecuaciones del sistema no son otra cosa que las restricciones
propuestas, de manera que ello nos asegura que X es una solucidn factible.
Ahora, si X no es el miaximo del problema original, quiere decir que existe

un X, tal que f (X, ) > F(x) y que cumple las m restricciones. Pero ésto
implicarfa que en el punto (Xi , ri , rgh,...,rm“) la funcidn u tendria wun
- ... *), lo que contradice la hi

valor mayor que en el punto (X, r1 , r2 .
ti

pOtesis de que u alcanza su maximo en este Gitimo punto .

2.2.1. Interpretacidn de los multiplicadores

Volviendo sobre la expresidn auxiliar u, derivemos parcialmente con respec-

to a cualguier c

k!
—§5-= r O bien dug r Ac
i g* ° 2%
k
En el éptimo, Au = rk" Ac,

Lo anterior nos dice que la variacion marginal relativa de u (o de z si esta-
mos en el Sptimo) con respecto a C €5 Ty En otras palabras, un aumento uni
tario de o (si la unidad significa un aumento marginal con respecto al valor

de ck) producird un aumento aproximado en la funcion de objetivos, z, igual a

o

fk.

En un contexto practico, z bien puede ser la retribucién que se obtiene de pro

ducir los bienes %1, X2, ..., X ¥ las ¢, los recursos de mano de obra, maqui

k

naria, etc. e seria entonces lo que los economistas llaman el precio '"'sombra"

k!
ne dado por su contribucion marginal a la retribucidn z. En otra forma, dirfa

del recurso ¢, , algo asi como el precio "justo'' de ese recurso, puesto que vie
mos que a lo sumo estamos dispuestos a pagar r Por una unidad adicional de

Ck.



2.2.2., Ejemplo: disefo de un canal

Supongamos que se desea transportar 30 mi/s de agua, utilizando un canal rec-
tangular cuya pendientees de 00,0004 m/m v cuyo factor de rugosidad es 0.024,
Sabiéndose que el costo wnitario del revestimiento vertical es tres veces el
de} revestimiento horizontal, y que debe dejarse un borde libre de 0.50 m, se

pregunta cuales son las dimensiones fptimas del canal.

Q=30 m/s
n=0.024
s = 0,0004

(]
i

3¢ {costo de los reves=
timientos)

Las condiciones hidrdulicas dadas por la farmula de Manning permiten eseribir

z i

Q=AfAwv=n"hby R 572
n
en donde el radioc hidraulicao, R = 5 EYEY
5 5

_ _ blllra yj% - n Q o 5 n

—l 7, = Fir = 3 W
(b + 2y) g1z

Nos encontramos, pues, ante el siguiente problema de minimizacidn,
Mm';‘CV{EY+”+Chb=3cht23’+”+’5hb

=:h|:6¥‘|‘ 3+b]’
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o en términos mas simples,

Min. z=6y + b

T
Bl I 36,0

Sujeto a i
(b + 2y} ™

Introduciends un multiplicador de Lagrange,

hiﬁ 2
Min. u=6y +b+r (36 - =—I—)
(b+2y) 7
Derivando,
8i . B
du rI.'r"Irj h 2B
ape b= (5= Yomll
3{p-2y) ** b+ 2y
Wby el o
dy 3{h+2 }I?fg b+2‘,,r
5 L}
P.E: B~ bf:"vfs =)
ar I[b+2~,r]'?;*

Combimandc las ecuaciones 2.1 y 2.2 puede eliminarse a r:

¥y __5b+by
b &(3b + 10 y)

fz.1)

{2.2)

(2.3)

(2.4)

Finalmente, las ecuaciones 2.3 v 2.4 nos dan un sistema de dos ecuaciones con

dos incognitas,

Fib,y) =5b% - 12 by - 60 y* =0
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hs;’: L
Glo,y) = ——F _ _3-0
(b + 2Y}2h

fplicando un método adecuado, como por ejemplo el de Newton=Raphson, obtene-

mos como solucidn:

" =11,23 m e 2,31

Y de la ecuacién (2.2), rﬂ = .26129

En el éptimo, e] costo es i < (13,86 + 3 + 11,23) = 28,09 ey Ademis de

1
acuerdo con lo visto antes, el precio "sombra' de nn fs ;2“ 0,26129 € Es
to quiere decir que si la expresion n 0/ ;-H sumenta en una unidad, el cos
to del canal aumentard aproximadamente en 0.26129 € - Si suponemos que el

aumente unitario de la expres{dn se debe a un cambic Q, tendremos:

nbals'? = ez AQ = 0,83 md/s

0 sea que un aumento unitario de @ implicard un extracosto de canal igual a
0.26129 cth,ES (precio "sombra' de Q).

2.1.3. Caso de desigualdades en las restricciones
Supongamos que se trata de

f (x)

Max. z
Sujeto a hl.l:."{}l < e Femo o iy rm

Es bien posible que el mdximo de z ocurra em un punto tal gque algune de los €

por ejemplo £+ MO se agote. Se tendrd, entonces, que hkf}{} < Cr ¥ S€ dice

gue la restriccion k no es efectiva. Puede verse que el precio “sombra'' de ese
o

recurse, rk“, es cero, pues la contribucién marginal de ¢, a la funcién z es nu

k
la. De manera que al formular el procedimiento de los multiplicadores de Lagran
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Max. u = f(xX) + ? P {cr = {x))
im]
algunos de los 7 pueden ser nulos. Por lo tanto, al reselver el sistema de
ecuaciones para las variables de decisidn y los multiplicadores, deberd con-
templarse la posibilidad de que uno o varios de estos mul tiplicadores se anu
len. Se ensayardn ordenadamente todas las posibilidades, vigilande con cui-
dado que la solucidn de cualquier sistema asf cbtenido cumpla efectivamente

las restricciones originales, antes de afirmar que ella es la Sptima.

Obsérvese también que si todas las restricciones son igualdades, entonces m
deberd ser menor que n si queremos que las restricciones no determinen o so
bredeterminen a X. No es necesario gue Esto ocurra &i entre las restriceio-

nes hay desigualdades presentes,
2.3. PROGRAMACION DINAMICA

Por lo visto antes, la naturaleza de la funcidn de objetivos puede ofrecer 17
mitaciones muy severas a los diferentes algoritmos gue se estudian en la opti
mizacion matem3tica. La programacidn dindmica, desarrollada por Richard Bell
man en 1357 para tratar procesos cuyas decisiones se toman secuencialmente,no
estd restringida por requisitos de linealidad (ver numeral 2.4), convexidad o
continuidad. Sin embargo, su aplicacién exige que la funcién de objetivos pue
da expresarse como una suma de Funcicones, cada una de las cuales incluya sd-
lo una variable de decisidn (separabilidad). Merced a ésto, el algoritme  de
solucidn puede considerar el problema secuencialmente, ascciando una etapa a

cada variable de decisidn.

Para aplicar ] algoritmo a un cierto problema, serd necesario definir con to
da claridad cuiles son las etapas, las variables de decisidn, las funciones de
retribucién (generalmente costos o beneficios que son consecuencia de la deci
sidn que se tome en una etapa), y las variables de estados {genaralmente re -

Cursos escasos). Para explicar el principio de optimalidad de Bellman, base
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de la programacidn dindmica, consideremos 13 Figura 2.1, en donde i denota la
etapa, % las variables de decision, H|' las variables de estado, ¥ Ri [xrl las
funciones de retribucién.

l:an 2
Hin Hi Hy Ho
—_— i p 1 A
. : R
Hr+1“|+1J H-{lu} 1“"
Figura 2.0
Usualmente, en la etapa | tendrd lugar un consumo H, - Hi-l del recurso esca-

s0, como consecuencia de la decisidn X ¥ se tendrd que X; es una funcidon de
£5€ CONSumo,

% =g, {Hi -=H, .} &bien, Hi - H = gl,_l{xl.}

i=1 i-1

Finalmente, se define una funcidn de Sptimos para cada etapa, CUyo argumento
es la variable de estado H., y que denotaremocs por ri{H:‘}' mediante la siguien

te expresidn racurrente

fy,) = opt. [R, )+ 7,0, )]
i
abien, () = opt. [Ri o =)+ £, ()]
i=1
Este es el principlo de Bellman. Expresa que la decisidn ¥; se determina ha-

llando la retribucidn éptima, resultado de combinar la retribucidn inmediata
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de la etapa i con las retribuciones Optimas de las etapas anteriores.

En los ejemplos que se dardn en este numeral, las variables de decisidn serdn
discretas. 5i, por ejemplo, se tuviere n etapas y k niveles de discretiza -
cion para cada K el problema podria abordarse combinatoriamente, asi:hallar
la combinacitn gue hace Optimo a gﬁi (x[}, de entre las k" combinaciones po
sibles. El principio de nptima!idaé de Beliman también aborda el problema
combinatoriamente, pero reduciendo dristicamente el nlmero de combinaciones

mediante eliminacidn progresiva de combinaciones ineficientes.
2.3.1. Primer ejemplo: tuberias de presidn y estaciones de bombeo

Se desea conducir Q = 30 m335 de agua a lo largo de una tuberfa de presidn de
longitud L = 1000 m v con una rugosidad absoluta £ = 0,1 mm, desde una cota
H5 = 100 m hasta una cota H_ = BO m. Se pregunta si se justifica instalar una
bomba que complemente la accidn de la gravedad, vy en caso afirmative indicar

la potencia correspondiente; en cualguier caso, indicar el diametro de la tu-

berTa v el costo total de la gbra. Se tiene lo siguiente:

a, COSTOS. El costo de la tuberia instalada, por unidad de longitud, es una
funcidn del didmetro., Supongamos gue este costo de instalacidn se expre-
sa como una anualidad a perpetuidad, y denotémosle por €y (D), El costo
de la bomba se compone de dos partes: un costo de adquisicidn y un  costo
de mantenimiento y operacién (gque incluye especialmente el costo de ener
gTal., Reduclendo también a una anualidad a perpetuidad, denotemos  este
sequndo costo por Tz (P), pues debe ser una funcidn de la potencia de la

bomba.

b, COMDICIOMES HIDRAULICAS. Utilizaremos la férmula de Darcy-Weisbach, que
para O, L, f y D da las pérdidas por friccidn

LY

ks gﬂ-s

]
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Se

donde f es el factor de fraccién. Para flujo turbulento se puede caleular con 1z

expresidn
WV VF=1,1h+2 log D /e

c. CONDICIONES DE BOMBEO, La potencia requerida en Kw para elevar el gradiente

hidriulico una altura hp (puede suponerse que la eficiencia e = 0,80) es

b o 3.81
e

QH

Tendremos entonces dos etapas, una asociada con la variable de decisidn D v la
otra con la variable de decisidn P; las funciones de retribucidn serdn C;(D) vy
€z (P) respectivamente; y las variables de estado serdn Hes HFl y H, . Todo ello

aparece sefalado en la Figura 2.3

Observamos que se trata de minimizar 2 = Cy(D) + C2(P), v que efectivamente 2
es una funcién separable. Tambign, que tanto H, como H son fijas, y que pode
mos definir Fﬂ{Ht] = 0, o sea que consideramos como nulo el costo de terminar

con una cota H . Se tratara, luego, de aplicar el principic de optimalidad pa
ra encontrar flth} ¥ fz{vsl. lo que de paso nos llevard a encontrar la combina

cidn de D y P,

Cz (P CyiD) Figura 2.3

Los didmetros de tuberTa disponibles en el comercio varian discretamente, Su-
pongamos que varian de & en 6 pulgadas:,.., 30, 36, 42, 48,...Lo anterior limi
ta el nimero de combinaciones que deben considerarse en |a primera etapa, pues

para cada didmetro existirdn valores correspondientes de he (calculable de 1a
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farmula de Darcy=-Weisbach) y Hp{Hp= Bo + hf}, Gnicos que deben contemplarse.
Un ejemplo numérico de lo que podrfa ser la tabla correspondiente a la etapa
1se da en 1a Tabla 2.1, AlIT se han supuesto algunos costos y sélo se in=
cluyen cuatro entradas (renglones) de la tabla, entre las cuales se sabla es
taba la solucidn Gptima. De esta tabla se tomardn los valores correspondien
tes a Hp, para su posterior utilizacién en los cilculos de la segunda etapa,

come se verd mds adelante,

THBLA 2.1,
W 0 f he H, ¢, (0) fFH) Ci¢f,  fylH)
(m}  (pul) {m) (m) § 5 g
252,84 54 0,0113 172,84 B8O 2,89 0 2,89 2,89
180,10 &0 0,0110 100,10 80 3,32 0 3,32 3,32
141,09 66 0,0109 61,09 80 T3 0 3,73 3,73
118,92 72 o0,0107 38,92 80 5,13 o b3 h,13

En la segunda etapa (ver Tabla 2.2.), para cada valor de HP se encontrard un
valor de hp Ehp = Hp - 100), un valer de P {ver condiciones de bombec), etc.

TABLA 2.2.
H, P h, H ¢, (P} L+ ¥, f, (1)
(m) (k) (m) tm) 5 § 5
100 56225 152,84 252,84 8,32 1,21
100 29466 80,10 180,10 6,63 9,95
100 15116 41,09 141,09 5,10 g,83 8,83
100 E960 18,92 118,52 b,90 9,03

De manera gue 'Fz (100) = 8,83 = €, {15118) + fl (141}, v a su vez f (1m1) =
¢,(66). Por lo tanto el disefic fptimo incluye una tuberfa de 66 pulgadas,
acompanada de una bomba de 15116 Kw de potencia.



1.4, PROGRAMACION LINEAL

2.4.1. Generalidades

A3

Volviendo al problema general de la optimizacidn matemitica, presentado en la

pigina 3%, supongamos que las funciones f y hi son todas lineales, y que ade-

més exigimos gue las x. sean no negativas. Tendremos,
i

MHaximizar z = :]

Sujeto a
%1%
1%
i':‘|'|1'\‘l'l
Si definimos,
%
Xx= |*
.
n
A=

+ a

+ a

+ a
m

* + :2‘“2 +*

X

1272

X

22

X
2

w . c X

nn
Fop Y EGE N
" +'+a2nmn5: bE
+ +a ®x < b
mn N~ m

=0, para todo |

a
mn

la formulacién puede presentarse en forma matricial

Hax.

T

z=10C

X
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En un espacio euclideo de n dimensiones, A X = B representa m hiperplanos, y
A X £ B representa un hiperpoliedro convexo cuyas caras son los mencionados
; ; A | :
hiperplanos, como se muestra en la Figura 2.9. La funcidn C X caracteriza

a una familia uniparamétrica de hiperplanos, paralelos entre si puesto que

LITERR TP PR

* E
{xy ,x2)
02181 + dzaxz *bg

REGION FACTIBLE

Figura 2.9

su direccidn viene definida por los coeficientes o Imtuitivamente puede verse fnoestg
mos demostrando nada!) que es bien posible que el hiperplanc de esta familia
que hace maximo a IZLT X pase por ung de los vértices, dandonos el punto dpti-
mo ", Existen algoritmos muy desarrollados para encontrar la solucidn &pti
ma, entre los cuales podria mencionarse el llamado Simplex, y que con ayuda

de los computadores pueden mane jar grandes nimercs de variables y restriccio

nes.

A todo problema de programacidn lineal puede asociarse otro, conocido como

el dual del original, mediante
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Suj. a

Pw bw
o

en donde wi, ¥Yz,..., Y, Son laz nuevas variables de decision. Leos dos pro-
blemas en cuestidn reunen interesantes propiedades, entre las cuales vale la
pena citar

W d 1
yfi-ETf ICTI‘EZ}

a sea gue en los dptimos correspondientes las funciones de objetives som 0=
guales. Un andlisis de esta propiedad nos indica que los v,* no son otra co

5a gue los precios '"sombra' de los recurses escasos bi.



